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제 I편
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제 1장

적분

1.1 1.1절

연습문제

문제 1.1.1. 𝑓 가 (0, 𝑎)위에서 르베그 적분가능이고 𝑔(𝑥) = ∫
𝑎

𝑥
𝑡−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡이면 𝑔는 (0, 𝑎)위에서 적분가능이고

∫
𝑎

0
𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

𝑎

0
𝑓(𝑥)𝑑𝑥임을 보여라.

문제 1.1.2. 𝑒−𝑠𝑥𝑦 sin𝑥를 𝑥와 𝑦에 대하여 적분하여 𝑠 > 0일 때 ∫
∞

0
𝑒−𝑠𝑥𝑥−1 sin𝑥𝑑𝑥 = tan−1 (1

𝑠)임을 보여라.

(힌트: tan(𝜋
2 − 𝜃) = 1

tan 𝜃 가 유용할 것이다. 문제 ??(d)를 참조하라.)

문제 1.1.3. 𝑒−𝑠𝑥 sin 2𝑥𝑦를 𝑥와 𝑦에 대하여 적분하여 𝑠 > 0일 때 ∫
∞

0
𝑒−𝑠𝑥𝑥−1 sin2 𝑥𝑑𝑥 = 1

4 ln(1 + 4
𝑠2 )임을

보여라.

문제 1.1.4. (a) ∫
∞

0
∣sin𝑥

𝑥 ∣ 𝑑𝑥 = ∞임을 보여라.

(b) 𝑒−𝑥𝑦 sin𝑥를 𝑥와 𝑦에 대하여 적분하여 lim
𝑏→∞

∫
𝑏

0

sin𝑥
𝑥 𝑑𝑥 = 𝜋

2 임을 보여라. ((a)와는 달리, 𝑏 → ∞일 때의

적분을 다룰 때 주의해야 한다.1)

문제 1.1.5. 𝑥, 𝑦 > 0에 대하여 Γ(𝑥)Γ(𝑦)/Γ(𝑥 + 𝑦) = ∫
1

0
𝑡𝑥−1(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡임을 보여라. (Γ(𝑥)Γ(𝑦)를 2중적분으로

표현하고 지수함수의 변수를 새로운 적분변수로 사용하여라.)

문제 1.1.6. 𝑓 가 [0, ∞)에서 연속일 때 𝛼 > 0와 𝑥 ≥ 0에 대하여

𝐼𝛼𝑓(𝑥) = Γ(𝛼)−1 ∫
𝑥

0
(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡

라 하자. 𝐼𝛼𝑓 는 𝑓 의제 𝛼분수적분(𝛼th fractional integral)이라 한다.

(a) 임의의 𝛼, 𝛽 > 0에 대하여 𝐼𝛼+𝛽𝑓 = 𝐼𝛼(𝐼𝛽𝑓)임을 보여라. (문제 1.1.5를 사용하여라.)

(b) 𝑛 ∈ ℕ이면 𝐼𝑛𝑓 는 𝑓 의 𝑛계 역도함수(𝑛th order antiderivative)임을 보여라.

문제 1.1.7. 함수 𝐺𝑛 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛, 𝐺𝑛(𝑟, 𝜑1, ⋯ , 𝜑𝑛−2, 𝜃) = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛)을 다음과 같이 정의하자:

𝑥1 = 𝑟 cos𝜑1,

1물론 이 문제는 보조정리 ??에서와 같이 컨투어 적분을 이용하여 간단하게 풀 수도 있다!
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4 측도와푸리에변환

𝑥2 = 𝑟 sin𝜑1 cos𝜑2,

𝑥3 = 𝑟 sin𝜑1 sin𝜑2 cos𝜑3,

⋮

𝑥𝑛−1 = 𝑟 sin𝜑1 ⋯ sin𝜑𝑛−2 cos 𝜃,

𝑥𝑛 = 𝑟 sin𝜑1 ⋯ sin𝜑𝑛−2 sin 𝜃

다음 각각을 보여라.

(a) 𝐺𝑛은 ℝ𝑛을 ℝ𝑛으로 보내는 전사(surjective)함수이고 |𝐺(𝑟, 𝜑1, ⋯ , 𝜑𝑛−2, 𝜃)| = |𝑟|이다.

(b) det 𝐷(𝑟,𝜑1,⋯,𝜑𝑛−2,𝜃)𝐺𝑛 = 𝑟𝑛−1 sin𝑛−2 𝜑1 sin
𝑛−3 𝜑2 ⋯ sin𝜑𝑛−2.

(c) Ω = (0, ∞) × (0, 𝜋)𝑛−2 × (0, 2𝜋)라 하자. 그러면 𝐺𝑛|Ω는 디피오모피즘이고 𝑚(ℝ𝑛 − 𝐺𝑛(Ω)) = 0이다.

(d) 𝐹(𝜑1, ⋯ , 𝜑𝑛−2, 𝜃) = 𝐺𝑛(1, 𝜑1, ⋯ , 𝜑𝑛−2, 𝜃)이고 Ω′ = (0, 𝜋)𝑛−2 × (0, 2𝜋)라 하자. 그러면 (𝐹 |Ω′)−1 는 𝑆𝑛−1

위의 어떤 𝜎𝑛−1-영집합을 제외한 모든 점에서 좌표계를 정의하고, 측도 𝜎𝑛−1 은 이들 좌표에 의하여 다음과
같이 주어진다:

𝑑𝜎𝑛−1(𝜑1, ⋯ , 𝜑𝑛−2, 𝜃) = sin𝑛−2 𝜑1 sin
𝑛−3 𝜑2 ⋯ sin𝜑𝑛−2𝑑𝜑1 ⋯ 𝑑𝜑𝑛−2𝑑𝜃



제 II편

분포와푸리에변환
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제 2장

분포

2.1 2.1절

연습문제

문제 2.1.1. 함수 𝑓(𝑥)에 대하여

⟨𝑃𝑓, 𝜑⟩ = 𝑃𝑉 ∫
∞

−∞
(𝑓(𝑥)의 선형사상)𝜑(𝑥)𝑑𝑥

와 같이 정의되는 펑셔널을 𝑓 의 유사함수(pseudofunction) 𝑃𝑓 라 한다. 기호 𝑃𝑉 ∫
∞

−∞
는 코시 주값(Cauchy

principal value) lim
𝜀→0+

(∫
−𝜀

−∞
+ ∫

∞

𝜀
)을 뜻한다.

다음 각각의 유사함수로서 정의된 𝐷(ℝ)에서의 펑셔널들이 분포임을, 즉 𝐷′(ℝ)에 속함을 보이고 각각의 받침을
구하여라:

(a) ⟨𝑃 1
𝑥, 𝜑⟩ = 𝑃𝑉 ∫

∞

−∞

𝜑(𝑥)
𝑥 𝑑𝑥

(b) ⟨𝑃 1
𝑥2 , 𝜑⟩ = 𝑃 𝑉 ∫

∞

−∞

𝜑(𝑥) − 𝜑(0)
𝑥2 𝑑𝑥

(c) ⟨𝑃 1
𝑥3 , 𝜑⟩ = 𝑃 𝑉 ∫

∞

−∞

𝜑(𝑥) − 𝜑(0) − 𝑥𝜑′(0)
𝑥3 𝑑𝑥

(d) ⟨𝑃 cos 𝑘𝑥
𝑥 , 𝜑⟩ = 𝑃𝑉 ∫

∞

−∞

cos 𝑘𝑥
𝑥 𝜑(𝑥)𝑑𝑥

참고 2.1.1. 문제 2.1.1의 (a)에서는 ⟨𝑃 1
𝑥, 𝜑⟩ = 𝑃𝑉 ∫

∞

−∞

𝜑(𝑥)
𝑥 𝑑𝑥인데 왜 (b),(c)에서는

⟨𝑃 1
𝑥2 , 𝜑⟩ = 𝑃𝑉 ∫

∞

−∞

𝜑(𝑥)
𝑥2 𝑑𝑥, ⟨𝑃 1

𝑥3 , 𝜑⟩ = 𝑃𝑉 ∫
∞

−∞

𝜑(𝑥)
𝑥3 𝑑𝑥

로 정의되지 않는가? 이것은 (분포의 미분으로서)

𝑑
𝑑𝑥 (𝑃 1

𝑥) = −𝑃 1
𝑥2 , 𝑑

𝑑𝑥 (𝑃 1
𝑥2 ) = −𝑃 2

𝑥3

가 성립하게 하기 위해서이다. 이와 같이 유사함수의 미분의 행태가 보통 함수의 미분과 비슷해지도록 유사함수의
정의를 조정하는 것을아다마르정규화(Hadamard regularization)라 한다. 문제 ??에서 설명할 것이다.

문제 2.1.2. 문제 2.1.1(d)에서 𝑘 → ∞일 때 𝑃 cos 𝑘𝑥
𝑥 의 극한을 구하여라.
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8 측도와푸리에변환

문제 2.1.3. 국소적으로 적분가능한 ℝ𝑛 에서의 두 함수 𝑓, 𝑔가 똑같은 정칙 분포를 결정한다고 하자. 즉, 임의
의 𝜑 ∈ 𝐷(ℝ𝑛)에 대하여 ∫

ℝ𝑛
𝑓(𝑥)𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = ∫

ℝ𝑛
𝑔(𝑥)𝜑(𝑥)𝑑𝑥라 하자. 𝑓 와 𝑔는 ℝ𝑛 의 거의 모든 곳에서(almost

everywhere) 같음을 증명하여라.

문제 2.1.4. 테스트함수의 공간 𝐷(ℝ)은 분포의 공간 𝐷′(ℝ)에 포함됨을 증명하여라.

문제 2.1.5. (a) 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ, 𝑑𝑥)이고 𝑓𝜀(𝑥) = 𝜀−1𝑓(𝑥/𝜀)이라 하자. lim
𝜀→0+

𝑓𝜀이 𝐷′(ℝ)에 존재하고 𝑐 ⋅ 𝛿(𝑥)와 같음을

증명하여라. (단, 𝑐 = ∫
∞

−∞
𝑓(𝑥)𝑑𝑥이다.)

(b) 다음 등식을 증명하여라: lim
𝜀→0+

1√𝜀𝑒−𝑥2/𝜀 = √𝜋𝛿(𝑥), lim
𝜀→0+

𝜀
𝑥2 + 𝜀2 = 𝜋𝛿(𝑥)

참고 2.1.2. 위 문제 2.1.5(a)는 문제 1.1.4와 거의 같은 의미임에 주목할 것. 문제 2.1.5(a)는 단지 문제 1.1.4를
𝐷(ℝ)에 속하는 함수들에 적용한 것으로 간주할 수도 있다.

문제 2.1.6. 𝐷′(ℝ)에서 lim
𝜀→0+

sin(𝑥/𝜀)이 존재하는가?

문제 2.1.7. 𝐷′(ℝ)에서 1
𝑥 ± 𝑖0 = lim

𝜀→0+
1

𝑥 ± 𝑖𝜀 이라 정의하자. 소코츠키 공식(Sokhotskii identity) 1
𝑥 ± 𝑖0 =

𝑃 1
𝑥 ± 𝜋𝑖𝛿(𝑥)을 증명하여라.

문제 2.1.8. 식 ∫
∞

−∞
𝛿(𝑥)𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜑(0)에 의하여 정의되는 디랙 델타 함수는 정칙 분포가 아님을 증명하여라.

문제 2.1.9. 다음 분포의 받침을 구하여라:

(a) 𝜑 ↦ ∫
1

−1
|𝑥|𝜑′(𝑥)𝑑𝑥

(b) 𝜑 ↦ ∫
1

−1
(sgn 𝑥)𝜑′(𝑥)𝑑𝑥
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